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Wspétrzedne kartezjanskie na ptaszczyznie

Do tej pory, gdy chcieliSmy okresli¢ potozenie punktu P na ptaszczyznie z

wprowadzonym uktadem wspétrzednych podawalismy jego wspétrzedne
kartezjanskie (z,v).
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Wspétrzedne kartezjanskie na ptaszczyznie

Do tej pory, gdy chcieliSmy okresli¢ potozenie punktu P na ptaszczyznie z
wprowadzonym uktadem wspétrzednych podawalismy jego wspétrzedne
kartezjanskie (z,v).

Wspolrzgdne kartezjanskice (x,y) punktu P
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Wspotrzedne biegunowe

Czy mozna inaczej w jednoznaczny sposéb okresli¢ potozenie punktu P na
ptaszczyznie z wprowadzonym uktadem wspotrzednych?
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Wspotrzedne biegunowe

Czy mozna inaczej w jednoznaczny sposéb okresli¢ potozenie punktu P na
ptaszczyznie z wprowadzonym uktadem wspotrzednych?

Tak, mozna opisaé potozenie punktu P para liczb (¢, p), gdzie:

@ ¢ oznacza miare kata miedzy dodatnia czescig osi Ox a promieniem
wodzacym punktu P, 0< ¢ <27 albo -7 < < m;
@ p oznacza odlegtos¢ punktu P od poczatku ukfadu wspdtrzednych, p > 0.

Pare (p,p) nazywamy wspdtrzednymi biegunowymi punktu-P.
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Jaki jest zwigzek miedzy wspdtrzednymi kartezjanskimi (z,y) punktu P a
wspotrzednymi biegunowymi (¢, p)?
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Jaki jest zwigzek miedzy wspdtrzednymi kartezjanskimi (z,y) punktu P a
wspotrzednymi biegunowymi (¢, p)?

A=)
M e - - —— -
*®
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Jaki jest zwigzek miedzy wspdtrzednymi kartezjanskimi (z,y) punktu P a
wspotrzednymi biegunowymi (¢, p)?

A=)
M e - - —— -
*®

Zauwazmy, ze cosp=— i sinp=>, astad x=pcosy i y=psinp.
P P
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Zamiana wspotrzednych biegunowych na kartezjanskie

Zatem wspdtrzedne kartezjariskie (x,y) punktu P ptaszczyzny danego we
wspbtrzednych biegunowych (¢, p) okreslone sa wzorami:

B:{ T = pcosp

Yy psing

gdzie p>0, p€[0,27) albo ¢ e [-m, ).

psinp — — — — — — — P=(xy)

1
1
1
|
I
1

p cos¢

Zamiana wspolrzednych biegunowych na kartezjanskie
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Jedli p+0 i z+0, to

y e
]
T P

tgp =
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Jesli p+0 i z+0, to v
P=(x.y)
P

tgp =2, '

X [ :

ponadto |
P X

X

tg(p —m) =tg(p - 2m) = tgp,
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P=(x.y)
P

tgp =2, '

X [ :

ponadto |
P X

X

tg(p —m) =tg(p - 2m) = tgp,
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Jesli p+0 i z+0, to v
P=(x.y)
P

tgp =2, '

X [ :

ponadto |
P X

X

tg(p - m) =tg(p - 2m) = tg,

wiec wspétrzedne biegunowe (¢, p) punktu P pfaszczyzny danego we
wspbtrzednych kartezjanskich (x,y) okreslone sa wzorami:

arctg(¥) gdy x>0o0razy >0
arctg(¥) +2m gdy >0 oraz y <0
p=1tarctg(X)+m gdyx<0
gdy xt=0orazy >0

S

gdy x=0orazy <0

oraz
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Przyktad 1

Naszkicowac krzywa

p=a, gdziea>0orazyp €[0,2).
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Przyktad 1

Naszkicowac krzywa

p:

a, gdziea>0 orazpe€[0,2r).
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Przyktad 2

Naszkicowac krzywa

p=ap, gdziea>0orazpe[0,+00).
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Przyktad 2

Naszkicowac krzywa

p=ap, gdziea>0orazpe[0,+00).

SpiralatArchimedesa
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Przyktad 3

Obszar przedstawiony na rysunku zapisa¢ we wspétrzednych biegunowych.
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Przyktad 4

Krzywa przedstawiona na rysunku zapisa¢ we wspétrzednych kartezjanskich oraz
biegunowych.
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Wspotrzedne kartezjanskie w przestrzeni

Do tej pory, gdy chcieliSmy okresli¢ potozenie punktu P w przestrzeni z

wprowadzonym uktadem wspotrzednych podawaliSmy jego wspdtrzedne
kartezjanskie (z,y, 2).
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Wspotrzedne kartezjanskie w przestrzeni

Do tej pory, gdy chcieliSmy okresli¢ potozenie punktu P w przestrzeni z

wprowadzonym uktadem wspdtrzednych podawaliSmy jego wspotrzedne
kartezjanskie (z,y, 2).

-, Y
- -8 PI:(xsyiO)
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Potozenie punktu P w przestrzeni z wprowadzonym uktadem wspétrzednych
mozna okresli¢ jednoznacznie réwniez w inny sposéb np. podajac jego
wsp6trzedne walcowe lub sferyczne.
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Wspotrzedne walcowe

P=(x!y!z)

P4
h
y
/\<“ P=0:y.0)
1
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Wspotrzedne walcowe

P=(x!y!z)

P4
h
y
/\<“ P=0:y.0)
1

@  oznacza miare kata miedzy dodatnia czedcig osi Oz a rzutem promieniem
wodzacego punktu P na pfaszczyzne z0y, 0< ¢ <27 albo -w<p <,

@ p oznacza odlegtos¢ rzutu punktu P na ptaszczyzne 20y od poczatku
uktadu wspotrzednych, p > 0;

@ h oznacza odlegtoé¢ punktu P od ptaszczyzne 20y wzieta ze znakiem minus
gdy 2 <0, —oo<h < oo.

Tréjke (¢, p,h) nazywamy wspétrzednymi walcowymi punktu=P.
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Zamiana wspotrzednych walcowych na kartezjanskie

Wspbtrzedne kartezjanskie (z,y, z) punktu P w przestrzeni danego we
wspdtrzednych walcowych (¢, p, h) okreslone sa wzorami:

T = pcose
W:i y = psing
z = h

gdzie p>0, pe[0,27) albo pe[-m,7), —00 < h < oco.

P=(x,y,2)

z
h
¥
/\K\p{ P=(x.y.0)
1
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Przyktad 5

Naszkicowac powierzchnie

p=2, gdzie-1<h<3orazpel0,2r).
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Przyktad 5

Naszkicowac powierzchnie

p=2, gdzie —1<h<3orazype€[0,2).

Anna Bahyrycz Wspétrzedne biegunowe, walcowe i sferyczne Krzywe s



Wspétrzedne sferyczne
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Wspétrzedne sferyczne

@ ¢ oznacza miare kata miedzy dodatnia czescig osi Ox a rzutem promienia
wodzacego punktu P na pfaszczyzne z0y, 0< ¢ <2m;

@ 1) oznacza miare kata miedzy promieniem wodzacym punktu P a
ptaszczyzny z0y, -5 <¢ <3

@ 7 oznacza odlegto$é punktu P od poczatku uktadu wspétrzednych, r > 0;
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Zamiana wspotrzednych sferycznych na kartezjanskie

Wspbtrzedne kartezjanskie (z,y, z) punktu P w przestrzeni danego we
wspdtrzednych sferycznych (p,,r) okreslone s3 wzorami:

T = Trcospcosy
W:{ y = rsinpcosy
z = rsiny
gdzie 7 >0, ¢e€[0,27), —ggqugg,
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Przyktad 6

Naszkicowac powierzchnie

r=2, gdzie p€[0,27), —

IR
IN
=
IN
N[
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Przyktad 6

Naszkicowac powierzchnie

r=2, gdzie p€[0,27), —

0ol 3
IN
<
IN
0|3
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Krzywe stozkowe

Szczegdlnym rodzajem powierzchni stozkowej jest powierzchnia stozkowa
obrotowa, ktéra zakresla prosta przecinajaca sie z osig obrotu pod katem «

™

réznym od .

0$ obrotu

prosta
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Krzywe stozkowe

Szczegdlnym rodzajem powierzchni stozkowej jest powierzchnia stozkowa
obrotowa, ktéra zakresla prosta przecinajaca sie z osig obrotu pod katem «

™

réznym od .

0$ obrotu

prosta
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Przekrojami powierzchni stozkowych obrotowych ptaszczyznami nie
przechodzacymi przez wierzchotek powierzchni stozkowej sg krzywe stozkowe:
okregi, elipsy, parabole albo hiperbole. Jaka krzywa otrzymamy zalezy od kata
nachylenia ptaszczyzny (tnacej) do osi stozka (kat 0 < 3 < 7).

-y
B R

-
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Przekrojami powierzchni stozkowych obrotowych ptaszczyznami nie
przechodzacymi przez wierzchotek powierzchni stozkowej sg krzywe stozkowe:
okregi, elipsy, parabole albo hiperbole. Jaka krzywa otrzymamy zalezy od kata
nachylenia ptaszczyzny (tnacej) do osi stozka (kat 0 < 3 < 7).

Jedli:
B =73 - okrag,
% 8>« - elipsa,

0 = « - parabola,
[ < a - hiperbola.

-y
B R

T

1
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Okrag
Elipsa

Parabola

Hiperbaola

Autor: Szwejk
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Krzywe stozkowe s3 krzywymi drugiego stopnia, tzn. mozna je w kartezjanskim
uktadzie wspdtrzednych opisa¢ réwnaniem algebraicznym drugiego stopnia
wzgledem obu zmiennych z i y:

Az? + By? +Cay+ Dz + Ey+ F =0,

gdzie A,B,C,D,E,F €R i przynajmniej jeden ze wspdtczynnikbw A, B,C
musi by¢ rézny od zera.
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Okrag

Niech O = (x0,y0) bedzie ustalonym punktem, za$ r ustalona liczbg dodatnia.
Okregiem o $rodku w punkcie O i promieniu 7 jest zbiér punktéw ptaszczyzny
spetniajacych réwnanie

(z-20)*+(y-10)* =1

Jest to wzdr geometrii analitycznej obowigzujacy w kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych.
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Okrag

Niech O = (x0,y0) bedzie ustalonym punktem, za$ r ustalona liczbg dodatnia.
Okregiem o $rodku w punkcie O i promieniu 7 jest zbiér punktéw ptaszczyzny
spetniajacych réwnanie

(z-20)*+(y-10)* =1
Jest to wzdr geometrii analitycznej obowigzujacy w kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych.

W uktadzie wspétrzednych biegunowych, réwnanie okregu o promieniu r i Srodku
0 =(0,0), przyjmuje postat p =r dla dowolnego kata ¢ € [0, 27).
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Elipsa w postaci kanonicznej o $rodku symetrii w punkcie O = (zg,yo) opisana
jest w uktadzie wspdtrzednych kartezjanskich réwnaniem

(z - fﬂo)2 (y - yo)2
2 e L

gdzie a i b s3 dtugosciami pétosi.
W uktadzie wspétrzednych biegunowych (¢, p) elipse o srodku symetrii w
punkcie O = (0,0) opisuje wzér

9 a’b?

a?sin?p + b2cos?p
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Hiperbola

Hiperbola w postaci kanonicznej o $rodku symetrii w punkcie O = (zq, yo)
opisana jest w uktadzie wspbtrzednych kartezjanskich réwnaniem

( = m0)? _ (y = 0)* -1 albo _(»”5—900)2 . (y = 0)* -1
a? b2 - a? b2 -

gdzie a i b s3 dtugosciami pétosi (jedna z nich jest urojona), za$ proste
Y= %(:c —xo)+Yo | Y= —g(:z: —xo) +Yo S3 jej asymptotami.

W uktadzie wspétrzednych biegunowych (¢, p) hiperbole o $rodku symetrii w
punkcie O = (0,0) opisuje wzor

2 a2b2 2 a2b2
" T 2ain2 o, AP0 TT=— g 200520
—a?sin?p + b%cos?y a?sin?p — b%cos?y
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Hiperbola
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W kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych parabola z osig symetrii réwnolegta do
osi y, wierzchotkiem o wspdtrzednych W = (zg,yo) i parametrze ogniskowym
p > 0 opisana jest réwnaniem:

(2 = 20)* = 4p(y - o)-
Analogicznie, parabola z pozioma osig symetrii:

(y = y0)? = 4p(z - x0).
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Przyktad 7

Jaka krzywa stozkowa przedstawia ponizsze réwnanie?
2?2 +y?—2x+4y=4

Naszkicuj te krzywa w ukfadzie wspétrzednych.
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Przyktad 7

Jaka krzywa stozkowa przedstawia ponizsze réwnanie?
2?2 +y?—2x+4y=4

Naszkicuj te krzywa w ukfadzie wspétrzednych.

(—20)>+ (y—yo)® =12
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Przyktadowe powierzchnie drugiego stopnia

Powierzchniag drugiego stopnia nazywamy powierzchnie dang réwnaniem drugiego
stopnia ze wzgledu na wspétrzedne z,y, 2:

a11x2 + a22y2 + a3322 +2a102Y + 2a23Y2 + 201322 + 20142 + 2a24Y + 20342 + a44 = 0,

gdzie: ai1, age, ass, @12, 23, G13, 014, G24, 034, 44 € R, przy czym przynajmniej
jeden ze wspdtczynnikéw aq1,as2,ass, a12,a23,a13 musi byé rézny od zera.
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Paraboloida obrotowa

Wykresem funkgcji
z=a(z®+v%), az0

jest paraboloida obrotowa tj. powierzchnia powstata z obrotu paraboli
z = ax?® wokét osi 0z.
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Paraboloida obrotowa

Wykresem funkgcji
z=a(z® +y%), a0

jest paraboloida obrotowa tj. powierzchnia powstata z obrotu paraboli
z = ax? wokét osi 0z.
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Powierzchnia stozkowa obrotowa

Powierzchnia zadana réwnaniem
2=k (e +y?), k=0

jest powierzchnig stozkowa obrotowa tj. powierzchnig powstata z obrotu prostej
z = kx wokét osi 0z.
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Powierzchnia stozkowa obrotowa

Powierzchnia zadana réwnaniem
22 =k (2?2 +9y?), k=+0

jest powierzchnig stozkowa obrotowa tj. powierzchnig powstata z obrotu prostej
z = kx wokét osi 0z.
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Powierzchnia zadana réwnaniem

2 +y®+ 2% = R?

jest sfera o srodku w punkcie (0,0,0) i promieniu R > 0.

Anna Bahyrycz Wspétrzedne biegunowe, walcowe i sferyczne Krzywe s



Powierzchnia zadana réwnaniem
2+ y2 + 22 = R?

jest sfera o srodku w punkcie (0,0,0) i promieniu R > 0.
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Przyktad 8
2 2

Naszkicuj bryfe ograniczona powierzchniami z =~/x%2+y? | z2=2-2°-y* w
uktadzie wspétrzednych.
Powyzszg bryte zapisz we wspétrzednych walcowych.
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Przyktad 8

Naszkicuj bryte ograniczong powierzchniami z = /22 +y2? i z=2-2%-9y> w
uktadzie wspétrzednych.
Powyzszg bryte zapisz we wspétrzednych walcowych.
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Przyktad 8

Naszkicuj bryte ograniczong powierzchniami z = /22 +y2? i z=2-2%-9y> w
uktadzie wspétrzednych.
Powyzszg bryte zapisz we wspétrzednych walcowych.
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Przyktad 8

Naszkicuj bryte ograniczong powierzchniami z = /22 +y2? i z=2-2%-9y> w
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Przyktad 8

Naszkicuj bryte ograniczong powierzchniami z = /22 +y2? i z=2-2%-9y> w
uktadzie wspétrzednych.
Powyzszg bryte zapisz we wspétrzednych walcowych.
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